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Losungen zu den Tutoriumsaufgaben

T1. Betrachten Sie den Raum von m xn Matrizen R™*" und die Funktionen ||-|| : R™*" — R,
gegeben durch
IA[l := sup [ Az]].
TER™

Jall=1
(a) Zeigen Sie, dass || - || eine Norm auf R™*™ ist.
(b) Zeigen Sie, dass
» 14zl
IA[l =
vern, o]
z#0

Liosung Voriiberlegungen:
Az ist ein Vektor der Lange m, weswegen ||Az| die Vektornorm ist. Ebenso ist ||z||
die Norm eines Vektors der Lange n. Dies soll nicht verwechselt werden mit der
Matrixnorm ||Al|. Um die beiden Normen in dieser Aufgabe auseinander halten zu
kénnen schreiben wir

fiir Matrizen: || Al|;nxn und fiir Vektoren: ||z, bzw. || AZ||.
Also gilt:

n n
[Az|[m = | (Zal,jxj, ,Zamﬂj> [ln-
j=1 j=1

Aus der positiven Definitheit der Vektornorm folgt, dass x = 0 < ||z]|, =0

(a):
Um zu zeigen, dass ||-||;nxn eine Norm auf R™*" ist, miissen wir die Norm-Eigenschaften
(N1) - (N4) aus Erinnerung 1.1 iiberpriifen.

(N1) zz. ||Al|mxn > 0 VA € R™*™,
Sei A € R"™*" beliebig, dann gilt:

|Az||, >0 VzeR"= sup |Az|,>0

€S,
QCR™ bel.
= sup 14 Hm < | A|[mxn = 0.
ek, zlln —



(N2) (positiv definitit) zz. A =0 € R™" & [|A]|xn VA € R™*".
Sei A € R™*" beliebig, dann gilt:

A=0€R™™ & Az =0 € R" Yz € R
= Azl =0 Yz € R0} L | Alfpxn = 0.

(N3) (Homogenitit) zz. ||AA|mxn = [M||A]|lmxn VA € R™*™.
Sei A € R™*" beliebig, dann gilt:

[AA[lmxn = sup [[AAz[l, = sup [Al[|[Az|, = [A] sup [[Az|, = [A|[|Al[mxn-
TeER™ reR™ z€R™,

llz[ln=1 llzlln=1 llz[ln=1

(N4) (Dreiecksungleichung) zz. || A + Bllmxn < || Allmxn + | Bllmxn YA, B € R™*™.
Seien A, B € R"™*" beliebig, dann gilt:

|A+ Bllmxn = sup ||(A+ B)x||, = sup |[Az+ Bz,
xERn7 xER",

[l|ln=1 llz(ln=1
A—UGL von ||-||n
< sup (|| Az([m + || Bz|m)
z€R™,
llzlln=1

()
< sup [[Azflm+ sup [Balln = [ Allmxn + [ Bllmsxn-
zeR™, zER™,
lzlln=1 lz)ln=1

Vergleiche Ungleichung (&) mit der Dreiecksungleichung einer Sup-norm.
Wir haben also gezeigt, dass || - ||mxn eine Norm ist.

(b):

A [lz[|n=1 Ax
” ||m><n: sup ||Ax||m xé sup H Hm (1)
QSER"7 xER”, ||:L‘||n
lel=1 lelln=1

Sei0 # y € Rund m € R. Dann gilt ||ym||n = 1 und wir kénnen (1) umschreiben

ZUu:
Ayl Al Ayl Ayl
Wy 1 A Al
ozyer?, INlln oggern, [AMlylln  yern, [ylln
)\::m A::m y#0

Damit ist die zweite Darstellungsform der Matrixnorm bewiesen.

T2. Berechnen Sie die Hessematrix der folgenden Funktionen im Punkt 0.
(a) f:R*—=>R, f(z,y)=z*cos(y)+ ysin(x),
(b) g:R* =R, g(z,y,2) =2+ 2%y + 2 + zy + xz + 3y° + 227



Losung Voriiberlegungen:

Sei f : U — R mit U C offen und zwei mal stetig partiell differenzierbar. Nach
Definition 2.39 ist die Hessematrix der Funktion f in x € U definiert als

02 f

=1,...,, an

0x,01, o

T
an <x>) 89518;751
i,j=1,...,n

0*f .
0x10x,

: E Ran'
0% f
0x,0x, (z)

Aufserdem ist die Hessematrix nach Bemerkung 2.40 symmetrisch, wenn die Funktion
zweimal stetig partiell differenzierbar ist. Dies ist bei (a) und (b) der Fall.

(a):

82f (z,y) = 22z cos(y) + y cos(z) = 2cos(y) —
2

375“’ y) = & sin(x) — 2?sin(y) = —a* cos(x)
*f O f

OyOx (z,9) = Oxdy

= Hylw cos(x) — 2z sin(y)

-wo-(3 1)

(z,y) = 22z cos(y) + y cos(x) = cos(x) — 2z sin(y)

(2008 y) — ysin(z) cos(x)—QxSin(y))

—x2 cos(y)

(b)=

(92 (x y,2) = 230’y + 20 +y+ 2z =6x+2

5%

82 (l’ Y, )—%ZL‘S—I—JZ—Fy:l

82

82z($ y,2) = 242 + v+ 42 =122 + 4

0%g 0%g

8x8y(x’y’z)_8y8 (#,9,2) = &30y + 2 +y+ 2 =32" +1
0? 0? .
axagz(x,y,z)—ngj(x,y,z):%4zs+m+4221

2]

6x+2 32°2+1
= Hy(z)=[322+1 1

0%g 3
_— = = = = :O
ayaz('xvy?’z) azay(x7y7z) 0z Zz +x+y

1222+ 4



T3. Betrachte die Funktion

3

i (o,
f:R* =R, f(x,y):{8+y fzrgz;ig

Zeigen Sie, dass in 0 alle Richtungsableitungen D, f(0), v € R*\{0}, existieren, aber
dass im Allgemeinen < v f(0), v> = D, f(0) nicht gilt.

Losung Voriiberlegungen:
Sei U C R” offen, f : U — R eine Funktion, x € U und 0 # v € R" ein Vektor.
So existiert nach Definition 2.30 die Richtungsableitung an der Stelle z in
Richtung v, wenn die Grenzwert

D, f(x) == lim f(x”“;) — /(@)

Y

existiert, also eindeutig ist.

Beweis:
Sei also * = 0 € R? und die zweidimensionale Richtung v = (v, ve) beliebig aus

R2\{0}.
flz+h-v) = f(z)

Dof (@) = Jim h
=0 FO+ (h-vi,h-v9)) — f(0)
h—0 h
h3.03 v3

i B I S
e RZZARZAR r h? (vi+v3)
= Jim h = Jim h

h3 3 3
— lim 2 _ " _ ) eR

=0 W3 h2(0v2 4+ 02) (v + v2)

Da v € R?\{0} beliebig gewiihlt war, existieren also alle Richtungsableitungen.

of o o _ df@0)|  _
AR A P B

of df(0,y)| _ d

=L = = — =1.

ay( ,0) & |, " .

Somit ergibt sich fiir den Gradienten: 7 f(0) = (0, 1).
(v f(0),v) =v2 # f(v) = Do f(x)

Zum Beispiel fiir v = (1,1) : (7 f(0),v) =1 # % = f(v) = D, f(z).

Im Allgemeinen gilt also keine Gleichheit.



